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Uma chapa semi-circular possui raio externo a e raio interno b, P
conforme figura ao lado. Ela esta carregada com uma carga total Q
distribuida de forma nao uniforme diretamente proporcional ao angulo
central 6 do semi-circulo de tal forma que 0 <0 <= . Calcule o vetor
campo elétrico num ponto P sobre o eixo perpendicular ao plano do
semi-circulo que passa pelo centro de curvatura a uma distancia z do
seu centro.

T

Dados do problema

* raio externo do semi-circulo:

e raio interno do semi-circulo:

e carga do semi-circulo:

« distancia ao ponto onde se quer o campo elétrico:

NOZT O

Esquema do problema

A densidade superficial de carga do semi-circulo é diretamente
proporcional a posi¢ao angular da carga (figura 1)

o(0)=ab 0 B

m ]

onde « ¢é uma constante que torna a expressdo dimensionalmente figura 1

consistente.
O vetor posicdo R vai de um elemento de carga dq do disco até o ponto P onde se
deseja calcular o campo elétrico, o vetor r, localiza o elemento de carga em relagéo a origem

do referencial e o vetor r,, localiza o ponto P, assim pela figura 1-A

R:rp-rq

= I3

figura 2

Pela geometria do problema devemos escolher coordenadas cilindricas (figura 1-B), o
vetor r, que esta no plano-xy, € escrito como r,= X i+y j e o vetor r, s possui componente
na diregéo k, r, = Z k , entdo o vetor posigao sera

R=zk—(xi+tyj)
R=-xi-yj+tzk (n
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Da expresséo (I) o moédulo do vetor posicdo R sera

R® = x’+ y2+z2

[NIES

R =(x2+y*+2?%| (b

onde x, y e z, em coordenadas cilindricas, sdo dados por

Xx=rcos® , y=rsen® , z=z (V)
Solugéo
O vetor campo elétrico é dado por
1 (R
“4ne,d RPR
-1 J" dq
" 4ne, RSR V)
Da expressao da densidade superficial de carga (o) obtemos o elemento de carga dq
dq
g(0)=—
azois) i o
= VI '
g=0(6) (VI . b Far
onde d A é um elemento de area de angulo d 6 do disco, assim pela figura 3
figura 3
dA=rdr do (v
substituindo (1) e (VII) em (VI)

dg=x6rdrdb (Vi)
substituindo (I1), (ll) e (VIII) em

(V), e como a integragéo é feita sobre a superficie do semi-
circulo (depende de duas variaveis r e 8) temos uma integral dupla

J'J' aerdrde _a@rdrd® ;i
47te0 vl

(x%+y +z)

e ffiaerdrde( Xi=yi+zk] (1X)
0 2

(x%+y?+2?

substituindo as expressodes de (I1l) em (IX), vem

1 J‘J” xBrdrd
E=
4ne,

(r cos®F+(r sen9)2+22]

__1 ff xBrdrde
4ne,

3
2 2 2 2]2
r-cos“0+r°sen‘6+z ]

=LJ‘I x6rdrdf
4me, [rz(coszeJrsenze +z
1

E=

(—r cos® i—r senB j+zk|

N|w

(~r cos® i—r senB j+zk

(—r cos@ i—r senB j+zKk)

212
2

= I J. f M(—r cosO i—r sen® j+zk|
° (r2+22)?
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Como « € constante e a integral ndo depende de z, depende de r e 9, eles podem
“sair” da integral, e sendo a integral da soma igual a soma das integrais podemos escrever

J‘J‘r ecosedrde J’J‘r esenedrde J'J‘ redrde
I’ +Z F+Z I’ +Z

3
41te0 E

Os limites de integragéo seréo de b a a em dr (ao longo do raio do disco) e de 0 e Ttem
d 6 (meia volta), e como ndo existem termos “cruzados“ em r e 0 as integrais podem ser

separadas
f@cosedei—f rdr fsen6d61+zf rdr3fd6k
+Z 2 0

a
Eo_ O _f r’dr

4
o b (r2+22) 0 b (I’2+Zz)2 0 b f'

Nl w

a

, r’dr oA
colocando a integral ——— em evidéncia re-escrevemos

2

a T T

—f 0 cosO dei—f seno6 d9j+zJ‘ do k

b (I’2+22) 0 0 0
Integragao de J‘Lfs
o (P72

fazendo a mudanga de variavel
u=r’+z°
du=2r dr=>dr=d—u
2r
fazendo a mudanca dos extremos de integracéo

para r=a

para r=>b
2 2 2 2
temos u=b"+z temos u=a+z
a?+ 22 a+2z? _8.q a2’ 342 |FH7 1 a2’ | o+
2 2 2 -
de_u:lfidu:lu :>1_U 1— :>_u2b2+22:>
%2r 2 g 2 3_1_1 2 —3+2 2 1
b +z2 U b*+z2 U 5 )
: : 2" | 2 |pz  2|me
o1 o 11 O
1
2| Vat+22 Vb+22| b+ Va'+2
+Z

integragéo de I 0 cos6 do

Usando Integragdo por Partes f uv’ =uv —f u ‘v, escolhemos
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u==0 v’ =cosO
u' =1 v =senb

(e

TE
f 6 cosbdb =6 send |g—f send d6
0

0

T
f 0 cos0 do =0 seno |$—(—cose |§)
0

T

f 0 cos0d0 =0 send |,+ cosO |,

0

T
f 0 cos® do = n.senn—0.sen0 |+( cosn—cosO |
0

T

fecose do=(n.0-0.0)+(-1-1)

0
T

f 0cos0do=-2

0

T
integracao de f 0 sen6 d 6
0

Usando Integrag¢do por Partes J' uv’' =uv —f u ‘v, escolhemos

u==0 v’ =senb

u =1 v =—cosb
T T
f 6sen6 dO =—0cos0 |g—f —cos0 do
0 0

i

T
J‘ 0 sen0 dO =—0 cos0 |§+f cos0do
0

0

T
f 0send dO=—0 cos0 |5+ senb |,
0

f 0 sen0d0d=—(n.cosn—0.cos0 |+(n.senn—0.sen0
0

i

f 0senddb=—|n.(—1)-0.1]+(27.0-0.0)

0

T
J‘esened9=n
0
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T
integracao de f ao
0

f do=0|;=n-0=n

0

E=_X 1 _ 1
dneg |\ | p2z2 W a?+z?

—(=2)i-nj+znk] E
\l

2i-nj+nzk)

E= Y 1 _ 1
dneg \ 2422 a?+z?

figura 4



